Reasoning-Ubungen (SS3)

Felix Rohrer

[Folgen und Summationen

V¥ 1. KR, Abschnitt 2.4, Aufgabe 1:

Gegeben sei die Zahlenfolge {an} mita,=2-(-3 )"+ 5"
;> restart
> fi=n—>2-(-3)"+5"
i f=n—>2(-3)"+5" a.n
> £(0)
i 3 (1.2)
> f(1)
i -1 (1.3)
> f(4)
i 787 (1.4)
> f(5)
L 2639 (1.5)
V¥ 2. KR, Abschnitt 2.4, Aufgabe 5d:
Bestimmen Sie die ersten 10 Glieder der Zahlenfolge, deren n-tes Glied gleichn! - 2" ist.
;> restart
> fi=n—on!-2"
i fi=n—-n!—=2" 2.1
> for x from 1 to 10 do
S (x)
od
-1
-2
-2
8
88
656
4912
400064
362368
L 3627776 2.2)




3. KR, Abschnitt 2.4, Aufgabe 9c:

[ Wir betrachten die folgende (Anfangs)sequenz natiirlicher Zahlen: 1, 0, 2,0, 4, 0, 8, 0, 16,0, . . .
Bestimmen Sie ein allgemeines Bildungsgesetz fiir diese Zahlenfolge, d.h. eine Vorschrift der
Gestalta, =f(n),sodassa,=1,a,=0,, ...

Jede zweite Zahl ist 0:
Vorzeichenwechsel: (-1)"n

*0 rechnen: (1 - (-1)"n)=>0, 2,0, 2, 0...
Fira,=1 => (1-(-1)"n)*1/2

Fira,=2 und as=4 und a, =8 ist Q%P

a3: exp=1

ad: exp=2

a7: exp=3

=> Der Exponent muss in abhéngigkeit von n sein: (mittels "probieren" / "suchen")
a3=>2*1+1=3 (exp: 1)

aS=>2*2+1=5 (exp:2)

a7=>2*3+1=7 (exp:3)

an=>2*n+1=_.

=>exp: (n-1)/2

(n—1)
alles zusammen: (1—(—1)")- % 2 2
;> restart
(n—=1)
n 1 2
> f=n—(1-(-1) )-(3)-2
r 1
f:=n—>(%—%(—l)")22 2 3.1
[> for x from 1 to 10 do
S(x)
od
1
0
2
0
4
0
8
0
16
0 3.2)




4. KR, Abschnitt 2.4, Aufgaben 13a, 13d und 17d:

Bestimmen Sie die Werte der folgenden Summen:

=> restart
)
5
> D (k+1)
k=1
i 20 @.1)
[b)
8
> > (27T
j=0
i 511 4.2)
o)
2 3
> D0 D (i)
i=0j=0
L 18 (4.3)

¥ 5. KR, Abschnitt 2.4, Aufgabe 27:

Bestimmen Sie die Werte der folgenden Produkte:
| > restart

10
> [
i=0

i 0 (5.1)
[b)
8
> |Li
i=5
i 1680 5.2)
B
100
> Hl( -1
| (5.3)

1024 (5.4)



LVollstiindige Induktion

Y 6. KR, Abschnitt 4.1, Aufgabe 3:
n-(n+1)-(2n+1)

I:Fiir jede positive ganze Zahl n sei P(n) die Aussagel2 +27 4 4= 6

¥V a)

Formulieren Sie die Aussage P(1) und {iberpriifen Sie den Wahrheitsgehalt dieser Aussage.
(Induktionsanfang)

P(1) =12 =9= UFD-2-1+1)

6

=> restart
>n:=1

> resl := n2

S resd = n-(n+1)-(2-n+1)

6

> resl - res?2

| = wahr

Y b)
Formulieren Sie die Induktionsvoraussetzung.
k-(k+1)-(2-k+1)
6

Vo

Fiihren Sie den Induktionsschritt aus.
P(n) = (12+22+...+k2= k(1) (2:k+1) )

6

P(n+1) 5(12+22+...+k2+(k+1)2= kD) (ke D+ D)@ (kr D) +1)

6

| Zu zeigen: P(n) —>P(n + 1) wahr

linker teil : (manuel)

P42 4 (k+1)°
k(k+1)-(2k4+1)

— 2
= : +(k+1)

kk+1)-2k+1) +6(k+1)°
6
K2 +3k+1)+6(F+2k+1)
6

(6.1.1)

(6.1.2)

(6.1.3)

(6.1.4)



2 +3K+k+6/K +12k+6

6
2R+ 9K +13k+6
| 6
3 2
>fact0r( 2k +9 k6+13 k+6 )
L (2k+3) (k+2) (k+1) ©63.1)
linker teil mit Maple
>fact0r( k'(k—'_l)é(z'k—i_l) —l—(k-i-l)z)
L (2k+3) (k+2) (k+1) 63.2)

:rechter teil: (manuel)
(k+1)-((k+1)+1)-(2-(k+1) +1)

6
_ (k1) (k+2)-(2k+3)
L 6
>factor( (k+1)-(k+2)-(2k+3) )
6

%(2k+3)(k—|—2) (k+1) (6.3.3)
:rechter teil mit Maple:
>faczor( (k+1)-((k+1) +1)-(2-(k+1) +1) )

6

%(2k+3)(k+2) (k+1) (6.3.4)

:Linkter und rechter Teil ist gleich = wahr

\ 4 d)
Erklédren Sie in eigenen Worten warum Induktionsanfang und Induktionsschritt beweisen, dass P
n) fiir jede positive ganze Zahl n wahr ist.

Mit dem Induktionsanfang wird bewiesen, dass P(1) gilt.
Mit dem Induktionsschritt wird bewiesen, dass P(k) und somit auch P(k+1) gilt.
L Somit gilt dies dann fiir alle positive ganzen Zahlen.




I. KR, Abschnitt 4.1, Aufgabe 5:

Beweisen Sie die folgende Aussage: Fiir jede nicht negative ganze Zahl n gilt

P43 +52 4+ 2n+1)2= > 2k+1)2= 2t )2n+ )(2n+3)

_ k=0 3
Induktionsbasis:

P(l1)=1> == (n+1)-2:n+1)-(2-n+3)

| ' 3

| > restart

> 1 =n—sum((2-i+1)%i=0.n)

frmnmgeiel (7.1)
i=0
_>f2‘=”_’ (n+l).(2tn_;l)'(2'n+3)
f2:=n—>%(n+1)(2n+l)(2n+3) a2
(> /1(0)
i 1 (7.3)
> f1(0)
i 1 (7.4)
> f2(1)
i v (1.5)
> f2(1)
v (7.6)

;Induktionsbasis = wahr

Induktionsvorschrift:
| P(n) = P(n + 1) wahr?

P(n)E[i2k+l) (k+1)2k+1)(2k+3)
k=0 3

_ (k+1)+1)2-(k+1)+1)(2-(k+1) +3)
P(n+1) = [ZZk-i—l +2k+1+1)2= :
:> restart
> 13 (k+1)-(2-k—;—1)-(2-k+3) L kA1) £1)

f3—— (k+1) 2k+1) (2k+3)+ (2k+3)? (7.7)

s ppom LEHDFD 2 (k1) +1)- 2 (k1) +3)

3

f4:=;(k+2) (2k+3) (2k+5) (7.8)




> factor( f3)

% (k+2) (2k+3) (2k+5)

=> factor( f4)
1

5 (k+2) (2k+3) 2k+5)

;Linkter (f3) und rechter Teil (f4) ist gleich = wahr
| Test:

> ful = unapply(f3, k)

ful :=k—>; (k+1) 2k+1) 2k+3) + (2k+3)?

=> fn2 = unapply( f4, k)
fn2:=k—>; (k+2) (2k+3) (2k+5)
> fnl(5)
455

> m2(5) »

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)



LRekursiV definierte Funktionen

Y 7. KR, Abschnitt 4.3, Aufgaben 1b, 3a:
Bestimmmen Sie f(2), f(3), {(4) und f(5) falls

Y a) £(0) = 1 und f(n + 1) = 3(n)

s
(e
|
1
N & W
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-
()
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LWL W W W

LW WL W
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—

Y b) £(0) = -1, f(1) = 2 und f(n + 1) = f(n) + 3f(n - 1)
| > restart
> Aufg7b :==proc(a)
if a =0 then return -1
elifa =1 then return 2
else return Aufg7b(a — 1) + 3-Aufg7b(a —2)
end if
end proc;
Aufg7b = proc(a)
if a =0 then
return — 1
elif « =1 then
return 2

else
return Aufg7b(a — 1) +3* Aufg7b(a — 2)
end if
| end proc
(> Aufz7b(0)

> Aufe7b(1) 2
(> Aufa7b(2) 1
> Aufe7b(3) 5
(> Aufa7b(4) :
> Aufg7b(5)

17

>

(8.2.1)

(8.2.2)
(8.2.3)
(8.2.4)
(8.2.5)
(8.2.6)

(8.2.7)



8. KR, Abschnitt 4.3, Aufgabe 7b:

_f(l), f(2), f(3), f(4) usw, mit der gegebenen Vorschrift berechnen:
f(1)=2n+1=2-1+1=3

f(2)=2n4+1=22+1=5
f(3)=2n+1=23+1=7
f(4)=2n+1=2-44+1=9
f(5)=2n+1=2-5+1=11

Die Folge lautet: 3, 5, 7,9, 11 ==> vorhergehendes Resultat + 2
Jos1=h T2

a, =3

a, 1= an+2

V I1. KR, Abschnitt 4.3, Aufgaben 12, 13:

Zeigen Sie, dass die Fibonacci-Zahlen f, folgende Eigenschaften haben:

Va)vnem%ﬁ+g+m+g=gﬁ+g
[ Basis:
P()=(ff == /i)

| > restart
> with(combinat, fibonacci)
i [ fibonacci]
| > #einzelne Fibonacci Zahl, z.B. 5: fibonacci(5)
> seq( fibonacci(x),x=0.10)
0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55

>

> fl = x—>ﬁbonacci(x)2
i f1:= x—>combinaz“.-ﬁbonacci(x)2

> f2 == x—fibonacci(x) -fibonacci(x + 1)

f2 := x— combinat.-fibonacci(x) combinat.-fibonacci(x + 1)

> f1(1)
|

> f2(1)
:=> Basis ist wahr

_Induktionsvorschrift:
P(k) = P(k+ 1) wah#?

Pk = (fL 415+t i =fihisr)
| P(k+1) = (f12 +f22 +'"+ﬁcz +ﬁcz+1=fk+1'ﬁc+2>

Geben Sie die rekursive Definition der Zahlenfolge {a n} an, fallsa, =2 n + 1 firallen=1,2,3, ...

(10.1.1)

(10.1.2)

(10.1.3)
(10.1.4)
(10.1.5)

(10.1.6)



\ 4

> 3= fefi 1 Hhie
B=fifi 1 i

> 4= fiv1fesn
=i 1 it 2

=> factor( f3)
Jewt (Jew1 T1)

=> factor( f4)
Jev1fe+2

_Spezialfall Fibonacci Zahl: f, +/, . =/ 1,

:=> Vorschrift ist wahr

l_o) Y n ezN(f1 -|—f3—|—...-|—f2n_1=f2n)

| > restart
> with(combinat, fibonacci)
[ fibonacci)

> seq( fibonacci(x),x=0..10)
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55

7(0)
/(1)
/(2)

Basis:

(1) =f(2) = 1=1

| => Basis ist wahr

[ Vorschrift:

P(k) = (fy + s+ T hog 1 =hr)

_P(k"' 1) = (fl A et b T his :fz-k+2)
[linker teil:

=hthtethi i thi

=Lt b

=fz~(k+ 1)

0
1
2

;rechter teil:

Trk+2

L =/. (k+1)

| Linkter und rechter Teil ist gleich = wahr
| Test:

55

=> fibonacci(10)
55

> fibonacci(1) + fibonacci(3) + fibonacci(5) + fibonacci(7) + fibonacci(9)

(10.1.7)

(10.1.8)

(10.1.9)

(10.1.10)

(10.2.1)

(10.2.2)

(10.2.3)

(10.2.4)



LRekursive Algorithmen

\ 4

\ 4

9. KR, Abschnitt 4.4, Aufgabe 9:

Beschreiben Sie einen rekursiven Algorithmus, der die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen
Zahlen berechnet.
Bsp:n=35
[ 1 +3+5+7+9=25
(n-1)'te ungerade Zahlen:
1+3+5+7+2n-1)
n'te ungerade Zahl:
1+3+5+7+@2n-1)+(2n-1)
| Summe: (n-1)'te ungerade Zahlen +n'te ungerade Zahl
| > restart
> SummeUngeradeZahlen := proc(n)
if n =1 then return 1
else return SummeUngeradeZahlen(n — 1) + (2:-n—1)
end if
end proc
SummeUngeradeZahlen := proc(n) (11.1)

if n=1 then return 1 else return SummeUngeradeZahlen(n — 1) +2*n — 1 end if
| end proc
> SummeUngeradeZahlen(5)

25 (11.2)

10. KR, Abschnitt 4.4, Aufgabe 13:

Beschreiben Sie einen rekursiven Algorithmus, der fiir jeweils zwei beliebige natiirliche Zahlen n
und m den Ausdruck n! mod m berechnet.
Bsp: 5,7
5!=120
[ 120mod 7=17*7+1=>1
| > restart
> FakultaetMod =proc(n, m)
if n =1 thenreturn 1
else return (n-FakultaetMod(n — 1, m)) mod m
end if
end proc
FakultaetMod := proc(n, m) (12.1)

if n =1 then return 1 else return mod(n* FakultaetMod(n — 1, m), m) end if
| end proc
> FakultaetMod(5, 7)

1 (12.2)



11. KR, Abschnitt 4.4, Aufgabe 15:

Fiir alle nicht negativen ganzen Zahlen a und b (mit a <b) gilt ggT(a, b) = ggT(a, b - a).
Nutzen Sie diese Tatsache, um einen rekursiven Algorithmus zu konstruieren, der den grossten
gemeinsamen Teiler von zwel nicht negativen ganzen Zahlen bestimmt.

| > restart
> ggT :=proc(a, b)
if a =0 then return b
elifa = (b — a) then return a
elifa < (b —a) thenreturn gg7'(a, b —a)
else return gg7'(b —a, a)
end if
end proc
ggT :=proc(a, b)
if a =0 then
return b
elif « =b — a then
return a
elif a <b — a then
return gg7'(a, b — a)
else
return gg7(b — a, a)
end if
| end proc

> ggT'(6,26)

(13.1)

(13.2)



LKorrekte Programme

¥ 12. KR, Abschnitt 4.5, Aufgabe 1:

Beweisen Sie, dass das Programmsegment
y=1
Z: =Xty
beziiglich der Anfangsbedingung x = 0 und der Endbedingung z = 1 (teilweise) korrekt ist.
Input: x=0
Output: z=1
Programm:y:=1;z:=x+y
Einsetzen: z:=0 + 1
| [Output sollte 1 sein, z ist 1 => Programm ist (teilweise) korrekt.

V I11. KR, Abschnitt 4.5, Aufgabe 1:

Beweisen Sie, dass das Programmsegment
x:=2
Z: =Xty
ify>0thenz:=z+1lelsez:=0
beziiglich der Anfangsbedingung y = 3 und der Endbedingung z = 6 (teilweise) korrekt ist.
Input: y=3
Output: z=6
Einsetzen / Programm abarbeiten:
z:=2+3=5
[ 3>0thenz:=5+1=6
| Output sollte 6 sein, z ist 6 => Programm ist (teilweise) korrekt.




